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第一部分

作业答案



第一章 第一次作业答案

1.1 习题解答

1.1.3 无理数的证明

题目 证明：
√

2、
√

3以及
√

2 +
√

3都是无理数。
解先证明

√
2与

√
3都是无理数。

若
√

2是有理数，则可设
√

2 =
𝑚

𝑛
, 𝑚, 𝑛 ∈ Z, 𝑛 > 0, gcd(𝑚, 𝑛) = 1.

于是 𝑚2 = 2𝑛2，故 𝑚2是偶数，从而 𝑚是偶数。令 𝑚 = 2𝑘，代回上式得

𝑛2 = 2𝑘2,

所以 𝑛也是偶数。这与 gcd(𝑚, 𝑛) = 1矛盾，因此
√

2是无理数。
同理，若

√
3 = 𝑚/𝑛，其中 𝑚/𝑛是最简分数，则

𝑚2 = 3𝑛2.

由素数整除平方的性质可知 3 | 𝑚。设 𝑚 = 3𝑘，则 𝑛2 = 3𝑘2，进而 3 | 𝑛，仍与 gcd(𝑚, 𝑛) = 1矛盾。因此
√

3也是
无理数。

最后，假设

𝑟 =
√

2 +
√

3 ∈ Q.

显然 𝑟 ≠ 0，并且
(
√

3 +
√

2) (
√

3 −
√

2) = 1,

故 √
3 −

√
2 =

1
𝑟
∈ Q.

将它与
√

3 +
√

2 = 𝑟 相加，得到

2
√

3 = 𝑟 + 1
𝑟
∈ Q,

这与
√

3是无理数矛盾。因此
√

2 +
√

3是无理数。

1.1.6 同号实数的乘积不等式

题目 设实数 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 有相同的符号，且都大于 −1。证明：

(1 + 𝑎1)(1 + 𝑎2) · · · (1 + 𝑎𝑛) ≥ 1 + 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛.

解对 𝑛作数学归纳法。

当 𝑛 = 1时，等式显然成立。假设结论对某个正整数 𝑘 成立，即
𝑘∏
𝑖=1

(1 + 𝑎𝑖) ≥ 1 +
𝑘∑
𝑖=1

𝑎𝑖 .



由于 𝑎𝑘+1 > −1，所以 1 + 𝑎𝑘+1 > 0。在归纳假设两边同乘 1 + 𝑎𝑘+1，得到
𝑘+1∏
𝑖=1

(1 + 𝑎𝑖) ≥
(
1 +

𝑘∑
𝑖=1

𝑎𝑖

)
(1 + 𝑎𝑘+1)

= 1 +
𝑘+1∑
𝑖=1

𝑎𝑖 + 𝑎𝑘+1

𝑘∑
𝑖=1

𝑎𝑖 .

各数符号相同，因此 𝑎𝑘+1与
∑𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖 同号，或至少有一个为零，从而

𝑎𝑘+1

𝑘∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ≥ 0.

于是
𝑘+1∏
𝑖=1

(1 + 𝑎𝑖) ≥ 1 +
𝑘+1∑
𝑖=1

𝑎𝑖 .

由数学归纳法，原不等式对一切正整数 𝑛成立。

1.1.7 分式不等式

题目 设 𝑎, 𝑏是实数，且 |𝑎 | < 1、|𝑏 | < 1。证明：���� 𝑎 + 𝑏1 + 𝑎𝑏

���� < 1.

解由 |𝑎 | < 1、|𝑏 | < 1可知 |𝑎𝑏 | < 1，因而
1 + 𝑎𝑏 > 0.

另一方面，

(1 + 𝑎𝑏)2 − (𝑎 + 𝑏)2 = 1 + 2𝑎𝑏 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 2𝑎𝑏 − 𝑏2

= (1 − 𝑎2) (1 − 𝑏2) > 0.

因此 (1 + 𝑎𝑏)2 > (𝑎 + 𝑏)2。结合 1 + 𝑎𝑏 > 0，可得

|𝑎 + 𝑏 | < 1 + 𝑎𝑏.

两边同除以正数 1 + 𝑎𝑏，便有 ���� 𝑎 + 𝑏1 + 𝑎𝑏

���� < 1.

1.2.1 用定义证明数列极限

题目 用定义证明下面的结论：

(1) lim
𝑛→∞

𝑛

5 + 3𝑛
=

1
3
；

(3) lim
𝑛→∞

(−1)𝑛 1
√
𝑛 + 1

= 0。

解

(1) 任给 𝜀 > 0，取正整数 𝑁，使得

𝑁 >
5
9𝜀
.

当 𝑛 > 𝑁 时， ���� 𝑛

5 + 3𝑛
− 1

3

���� = 5
3(5 + 3𝑛) <

5
9𝑛

< 𝜀.

因此，根据数列极限的定义，

lim
𝑛→∞

𝑛

5 + 3𝑛
=

1
3
.
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(3) 任给 𝜀 > 0，取正整数 𝑁，使得

𝑁 >
1
𝜀2 .

当 𝑛 > 𝑁 时， ����(−1)𝑛 1
√
𝑛 + 1

− 0
���� = 1

√
𝑛 + 1

<
1
√
𝑁
< 𝜀.

因此，根据数列极限的定义，

lim
𝑛→∞

(−1)𝑛 1
√
𝑛 + 1

= 0.

1.2.6 奇偶子列与原数列的收敛性

题目 证明：若数列 {𝑎𝑛}满足
lim
𝑘→∞

𝑎2𝑘+1 = 𝑎, lim
𝑘→∞

𝑎2𝑘 = 𝑎,

则

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎.

解任给 𝜀 > 0。由
lim
𝑘→∞

𝑎2𝑘+1 = 𝑎

可知，存在正整数 𝐾1，使得当 𝑘 ≥ 𝐾1时，

|𝑎2𝑘+1 − 𝑎 | < 𝜀.

同理，存在正整数 𝐾2，使得当 𝑘 ≥ 𝐾2时，

|𝑎2𝑘 − 𝑎 | < 𝜀.

令 𝐾 = max{𝐾1, 𝐾2}，并取 𝑁 = 2𝐾 + 1。当 𝑛 ≥ 𝑁 时：若 𝑛为奇数，则可写成 𝑛 = 2𝑘 + 1，且 𝑘 ≥ 𝐾；若 𝑛为偶数，

则可写成 𝑛 = 2𝑘，且 𝑘 ≥ 𝐾。因此，无论 𝑛是奇数还是偶数，都有

|𝑎𝑛 − 𝑎 | < 𝜀.

由数列极限的定义可知 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎。

1.2.7 证明数列不收敛

题目 证明数列

𝑎𝑛 = (−1)𝑛 𝑛

𝑛 + 1
不收敛。

解考察它的偶数项子列与奇数项子列。对偶数项，有

𝑎2𝑘 =
2𝑘

2𝑘 + 1
−→ 1 (𝑘 → ∞).

对奇数项，有

𝑎2𝑘+1 = −2𝑘 + 1
2𝑘 + 2

−→ −1 (𝑘 → ∞).

两个子列的极限不同。若原数列收敛，则它的每一个子列都应收敛到原数列的极限，故产生矛盾。因此，数列

{𝑎𝑛}不收敛。

1.2.8 求下列极限

题目 求下列极限：

(2) 𝑎𝑛 =
1

1 · 2
+ 1

2 · 3
+ · · · + 1

(𝑛 − 1)𝑛；
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(4) 𝑎𝑛 =

(
1 − 1

22

) (
1 − 1

32

)
· · ·

(
1 − 1

𝑛2

)
；

(5) 𝑎𝑛 = (1 + 𝑞)(1 + 𝑞2) (1 + 𝑞4) · · ·
(
1 + 𝑞2𝑛

)
，其中 |𝑞 | < 1。

解

(2) 利用恒等式
1

𝑘 (𝑘 + 1) =
1
𝑘
− 1
𝑘 + 1

,

可得

𝑎𝑛 =
𝑛−1∑
𝑘=1

(
1
𝑘
− 1
𝑘 + 1

)
= 1 − 1

𝑛
.

因此

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 1.

(4) 将每个因子分解，得到

𝑎𝑛 =
𝑛∏

𝑘=2

(
1 − 1

𝑘2

)
=

𝑛∏
𝑘=2

𝑘 − 1
𝑘

·
𝑛∏

𝑘=2

𝑘 + 1
𝑘

=
1
𝑛
· 𝑛 + 1

2
=
𝑛 + 1
2𝑛

.

因此

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 =
1
2
.

(5) 由平方差公式反复分解可得

(1 − 𝑞)(1 + 𝑞)(1 + 𝑞2) · · ·
(
1 + 𝑞2𝑛

)
= 1 − 𝑞2𝑛+1

.

因为 |𝑞 | < 1，所以 𝑞 ≠ 1，且
𝑞2𝑛+1 −→ 0.

从而

𝑎𝑛 =
1 − 𝑞2𝑛+1

1 − 𝑞 −→ 1
1 − 𝑞 .

1.2.15 求数列极限

题目 求极限

lim
𝑛→∞

(
1

(𝑛 + 1)2 + 1
(𝑛 + 2)2 + · · · + 1

(2𝑛)2

)
.

解记括号内的和为 𝑆𝑛。其中共有 𝑛项，并且每一项均不大于 1/(𝑛 + 1)2，故

0 < 𝑆𝑛 ≤ 𝑛

(𝑛 + 1)2 <
1
𝑛
.

由于 lim
𝑛→∞

1/𝑛 = 0，由夹逼定理可知
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 0.

因此，所求极限为 0。
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第二章 第二次作业答案

1.2.15 求下列极限

题目 求下列极限：

(2) lim
𝑛→∞

[
(𝑛 + 1)𝑘 − 𝑛𝑘

]
，其中 0 < 𝑘 < 1；

(3) lim
𝑛→∞

(√
2 · 4√2 · 8√2 · · · 2𝑛√2

)
；

(5) lim
𝑛→∞

𝑛
√

cos2 1 + cos2 2 + · · · + cos2 𝑛。

解

(2) 因为 0 < 𝑘 < 1且 1 + 1/𝑛 > 1，所以

1 <
(
1 + 1

𝑛

) 𝑘
< 1 + 1

𝑛
.

从而

0 < (𝑛 + 1)𝑘 − 𝑛𝑘 = 𝑛𝑘
[(

1 + 1
𝑛

) 𝑘
− 1

]
< 𝑛𝑘−1.

因为 𝑘 − 1 < 0，所以 𝑛𝑘−1 → 0。由夹逼定理，

lim
𝑛→∞

[
(𝑛 + 1)𝑘 − 𝑛𝑘

]
= 0.

(3) 将各因子写成 2的幂，得到
√

2 · 4√2 · 8√2 · · · 2𝑛√2 = 2
1
2+

1
4+···+

1
2𝑛 = 21−2−𝑛 .

因此所求极限为

lim
𝑛→∞

21−2−𝑛 = 2.

(5) 记
𝑆𝑛 = cos2 1 + cos2 2 + · · · + cos2 𝑛.

由于 0 ≤ cos2 𝑗 ≤ 1，并且 cos2 1 > 0，所以

cos2 1 ≤ 𝑆𝑛 ≤ 𝑛.

两边取 𝑛次方根，得到

(cos2 1)1/𝑛 ≤ 𝑛
√
𝑆𝑛 ≤ 𝑛1/𝑛.

左右两端均趋于 1，故由夹逼定理，

lim
𝑛→∞

𝑛
√

cos2 1 + cos2 2 + · · · + cos2 𝑛 = 1.

1.2.17 证明数列收敛

题目 证明下列数列收敛：

(1) 𝑎𝑛 =

(
1 − 1

2

) (
1 − 1

22

)
· · ·

(
1 − 1

2𝑛

)
；

(4) 𝑎𝑛 =
cos 1
1 · 2

+ cos 2
2 · 3

+ cos 3
3 · 4

+ · · · + cos 𝑛
𝑛(𝑛 + 1)。

解

(1) 对每个正整数 𝑛，各因子均属于 (0, 1)，故 𝑎𝑛 > 0。同时

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛

(
1 − 1

2𝑛+1

)
< 𝑎𝑛.

因此 {𝑎𝑛}单调递减且有下界 0，由单调有界定理可知它收敛。



(4) 任取正整数 𝑚 > 𝑛，则

|𝑎𝑚 − 𝑎𝑛 | ≤
𝑚∑

𝑘=𝑛+1

| cos 𝑘 |
𝑘 (𝑘 + 1) ≤

𝑚∑
𝑘=𝑛+1

(
1
𝑘
− 1
𝑘 + 1

)
=

1
𝑛 + 1

− 1
𝑚 + 1

<
1

𝑛 + 1
.

右端随 𝑛→ ∞趋于 0，故 {𝑎𝑛}满足 Cauchy收敛准则，从而收敛。

1.2.18 证明收敛并求极限

题目 证明下列数列收敛，并求出其极限：

(2) 𝑎1 =
𝑐

2
, 𝑎𝑛+1 =

𝑐

2
+ 𝑎

2
𝑛

2
, 0 ≤ 𝑐 ≤ 1；

(3) 𝑎 > 0, 𝑎0 > 0, 𝑎𝑛+1 =
1
2

(
𝑎𝑛 +

𝑎

𝑎𝑛

)
；

(4) 𝑎0 = 1, 𝑎𝑛 = 1 + 𝑎𝑛−1

𝑎𝑛−1 + 1
。

解

(2) 令
𝛼 = 1 −

√
1 − 𝑐, 𝛽 = 1 +

√
1 − 𝑐.

则 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 ≤ 𝛽，且

𝛼 =
𝑐

2
+ 𝛼

2

2
.

又因为

𝛼 − 𝑐

2
=

(1 −
√

1 − 𝑐)2

2
≥ 0,

所以 0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝛼。若 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝛼，则

0 ≤ 𝑎𝑛+1 =
𝑐

2
+ 𝑎

2
𝑛

2
≤ 𝑐

2
+ 𝛼

2

2
= 𝛼.

由归纳法可知 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝛼。此外，

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
𝑎2
𝑛 − 2𝑎𝑛 + 𝑐

2
=

(𝑎𝑛 − 𝛼)(𝑎𝑛 − 𝛽)
2

≥ 0.

因此 {𝑎𝑛}单调递增且有上界 𝛼，从而收敛。设其极限为 𝐿，在递推式中取极限得

𝐿 =
𝑐

2
+ 𝐿

2

2
.

结合 0 ≤ 𝐿 ≤ 𝛼，可知
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝛼 = 1 −
√

1 − 𝑐.

(3) 首先，

𝑎2
𝑛+1 − 𝑎 =

(𝑎2
𝑛 − 𝑎)2

4𝑎2
𝑛

≥ 0.

因此当 𝑛 ≥ 1时，𝑎𝑛 ≥ √
𝑎。于是

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
𝑎 − 𝑎2

𝑛

2𝑎𝑛
≤ 0 (𝑛 ≥ 1).

所以 {𝑎𝑛}𝑛≥1单调递减且以下界
√
𝑎有界，从而收敛。设其极限为 𝐿，由于 𝐿 ≥ √

𝑎 > 0，在递推式中取极
限得

𝐿 =
1
2

(
𝐿 + 𝑎

𝐿

)
,

即 𝐿2 = 𝑎。故

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 =
√
𝑎.

(4) 令

𝜑 =
1 +

√
5

2
, 𝑓 (𝑥) = 1 + 𝑥

𝑥 + 1
.
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则 𝑓 在 (−1, +∞)上严格递增，并且 𝑓 (𝜑) = 𝜑。由 𝑎0 = 1 < 𝜑，若 1 ≤ 𝑎𝑛−1 < 𝜑，则

1 < 𝑎𝑛 = 𝑓 (𝑎𝑛−1) < 𝑓 (𝜑) = 𝜑.

因而由归纳法，1 ≤ 𝑎𝑛 < 𝜑。同时，当 1 ≤ 𝑎𝑛−1 < 𝜑时，

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1 =
1 + 𝑎𝑛−1 − 𝑎2

𝑛−1
𝑎𝑛−1 + 1

> 0,

所以 {𝑎𝑛}单调递增且有上界 𝜑，从而收敛。设其极限为 𝐿，则

𝐿 = 1 + 𝐿

𝐿 + 1
, 𝐿2 − 𝐿 − 1 = 0.

因为 𝐿 > 0，故

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿 =
1 +

√
5

2
.

1.2.20 比值条件下的数列极限

题目 证明：若 𝑎𝑛 > 0，且
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= 𝑙 > 1,

则 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0。
解取常数 𝑞满足 1 < 𝑞 < 𝑙。由

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

= 𝑙

可知，存在正整数 𝑁，使得当 𝑛 ≥ 𝑁 时，
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

> 𝑞, 即 0 < 𝑎𝑛+1 <
𝑎𝑛
𝑞
.

反复使用该不等式可得，对一切 𝑛 ≥ 𝑁，

0 < 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑁
𝑞𝑛−𝑁

.

由于 𝑞 > 1，右端趋于 0。由夹逼定理，
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0.

1.2.22 利用基本极限求极限

题目 利用极限

lim
𝑛→∞

(
1 + 1

𝑛

)𝑛
= 𝑒,

求下列数列的极限：

(2) 𝑎𝑛 =

(
1 − 1

𝑛 − 2

)𝑛+1
；

(3) 𝑎𝑛 =

(
1 + 𝑛
2 + 𝑛

)𝑛
。

解先由已知基本极限推出 (
1 − 1

𝑚

)𝑚
=

[(
1 + 1

𝑚 − 1

)𝑚−1
]− 𝑚

𝑚−1

−→ 𝑒−1.

(2) 当 𝑛 ≥ 4时，令 𝑚 = 𝑛 − 2，则

𝑎𝑛 =

(
1 − 1

𝑚

)𝑚+3
=

(
1 − 1

𝑚

)𝑚 (
1 − 1

𝑚

)3
.

因此

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑒−1 · 1 =
1
𝑒
.
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(3) 将原式改写为

𝑎𝑛 =

(
1 + 1

𝑛 + 1

)−𝑛
=

[(
1 + 1

𝑛 + 1

)𝑛+1
]− 𝑛

𝑛+1

.

因为括号内趋于 𝑒，且 −𝑛/(𝑛 + 1) → −1，所以

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑒−1 =
1
𝑒
.
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